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Вступ 

 
Перші вагомі результати про інваріантні тороїдальні многовиди систем 

нелінійної механіки були одержані в роботах М.М. Боголюбова і М.М. Крилова 
та надалі  були розвинуті в роботах Ю.О. Митропольського, що призвело до 
створення методу інтегральних многовидів нелінійної механіки. Значний 
внесок у теорію збурення інваріантних тороїдальних многовидів внесли Я. 
Курцвейль, S.P. Diliberto, J.K. Hale, I. Kupka,  J.H.Kyner. В 1960-1970 роках J. 
Moser і R.J. Sacker опублікували серію робіт, які практично завершили 
створення цієї теорії. 

Роботи Ю.О. Митропольського, А.Г. Ілюхіна та інших математиків 
показали, що до розв’язування багатьох задач, в яких розглядаються коливання 
систем з розподіленими параметрами, зручно використовувати апарат 
зліченних систем звичайних диференціальних рівнянь [1]. Прикладом такої 
задачі є задача про поперечні коливання стержня, навантаженого осьовою 
періодичною змінною силою. До таких систем приводять також і задачі з різних 
розділів теоретичної фізики.  

В 1970 році А.М. Самойленко запропонував новий метод побудови і 
дослідження інваріантних тороїдальних многовидів систем звичайних 
диференціальних рівнянь, визначених на m-вимірних торах. Тепер цей метод 
називають методом функції Гріна-Самойленка (ФГС) задачі про інваріантні 
тори [2]. Він виявився винятково продуктивним, особливо стосовно теорії 
нелінійних коливань.  

Також,  протягом останнього десятиріччя опубліковано декілька наукових 
праць, в яких метод ФГС застосовано до дослідження інваріантних торів 
зліченних систем диференціально-різницевих та різницевих рівнянь. Проте цих 
праць зовсім мало і вони далеко не вирішують проблему побудови теорії 

 
5 Authors: Marchuk N.A., Semenishina I.V. 
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інваріантних тороїдальних  многовидів для систем вказаного виду.  Оскільки 
різницеві рівняння є дискретними аналогами диференціальних, то стає 
зрозумілою доцільність розвинення теорії інваріантних торів для зліченних 
систем різницевих рівнянь, чому і присвячене дане дослідження. 

 
 

5.1. Дослідження властивостей неперервності та гладкості інваріантних 
торів зліченних систем різницевих рівнянь  

 
Методом ФГС доведено чотири теореми, в яких сформульовано результати  

дослідження властивостей неперервності та гладкості інваріантних торів 
зліченних систем різницевих рівнянь, що визначені на скінченновимірних торах 
та містять відхилення дискретного аргументу [3]. Розглянемо систему рівнянь. 
 

                  ( ) ( ) ( ),,,,, 111 µϕµϕµϕϕϕ +++++ +=+= gnnpnnnnn cxPxa            (1.1) 

 
в якій ( ) ( )∈=∈= ...,,,,,...,, 32121 xxxxRmmϕϕϕϕ m,  де m — простір обмежених числових 

послідовностей з нормою { };sup i
i xx = ; функції    

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }...,,,,,,,...,,,,,, 2121 µϕµϕµϕµϕµϕµϕµϕ cccaaaa m ==  

і нескінченна матриця ( ) ( )[ ]∞
=

= 1,,, jiijpP µϕµϕ  дійсні та періодичні відносно ( )mii ,1=ϕ  

з періодом ZZn ,;2 ∈π — множина цілих чисел; gip — цілочислові параметри, 

які зумовлюють відхилення аргументу; ( ) 1
21, R⊂=∈ µµσµ — дійсний параметр.  

Інтерпретуючи iϕ  як кутові координати, вважатимемо, що система рівнянь 
(1.1) визначена на m - вимірному торі  mT  .   

Надалі вважатимемо також, що відображення 
( ) ( ) mm RRa →+=Φ :,, µϕϕµϕ оборотне при кожному σµ∈ , 

( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

=

≤=≤≤
1

000 ,,sup,,,,,
j

ij
i

PpPCcAa µϕµϕµϕµϕ  

причому 000 ,, CPA — додатні сталі, що не залежать від ., σµϕ ∈∈ mT  
Через ( )µϕϕ ,n  позначимо розв’язок першого рівняння (1.1), такий, що 

( ) ∈= ϕµϕϕ ,0 mT   при кожному σµ∈ . 
Інваріантним тором T ( )µ,, gp  системи рівнянь (1.1) називають множину 

точок ∈x  m: ( ) ( ) ( )( ) ∈== ϕϕµϕµϕµ ,...,,,,,,,,,,, 21 gpugpugpux mT , якщо функція 
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( )ϕµ,,, gpu  визначена при будь-яких { } ,,, mRgp ∈Ζ⊂ ϕ πσµ 2,∈ - періодична 

відносно ( ),,....,3,2,1 mii =ϕ обмежена за  нормою  ⋅  і при будь-яких ∈ϕ mT  , σµ ∈  

задовольняє рівність 
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )µµϕϕµϕϕµµµϕϕµϕϕµ ,,,,,,,,,,,, 11 ++++ +Ρ= gnnpnn cgpugpu . 

Цей тор називають неперервним або гладким відносно ,,µϕ якщо 
відповідну властивість має породжуюча його функція ( ).,,, ϕµgpu [4] 

Скажемо, що однорідне рівняння 
( )( ) ,,,,1 Znxx npnn ∈Ρ= ++ µµϕϕ                                   (1.2) 

(або рівняння (1.1)) має ФГС, якщо існують матрицант ( )µϕ ,,pn
lΩ  рівняння (1.2) і 

2π - періодична відносно ( )mii ,...,3,2,1=ϕ   обмежена за нормою нескінченна 
матриця ( ),, µϕC така, що функція  

( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )[ ]





>−Ω

≤Ω
=

+

+

0,,,,,

;0,,,,,
,,,

0

0

0
lякщоECp

lякщоCp
plG

pll

pll

µµϕϕµϕ

µµϕϕµϕ
ϕµ  

задовольняє нерівність ( ) lMplG λϕµ ≤,,,0  для всіх { } ∈⊂ ϕ,, Zlp mT , ,σµ ∈  де M  і 1<λ   

додатні сталі, що не залежать від Elp ,,,, µϕ — нескінченна одинична матриця. 
Розглянемо питання неперервності інваріантного тору системи рівнянь 

(1.1). Система рівнянь виду (1.1), яка не залежить від параметра µ : 

                                  ( ) ( ) ( )., 111 +++++ +=+= gnnpnnnnn cxPxa ϕϕϕϕϕ                            (1.3) 

Через 0
LipC (Tm) позначимо множину ліпшіцевих відображень ( )ϕf , 

визначених на mT . . Додатну сталу К, яка забезпечує нерівність 
( ) ( ) ϕϕϕϕ −≤− Kff , назвемо коефіцієнтом, з яким ( )ϕf  входить у цю множину.  

Для системи (1.3) доведено наступне твердження, яке навіть у випадку, 
коли відхилення дискретного аргументу відсутні, суттєво розширює множину 
систем лінійних рівнянь, для яких існує інваріантний тор, що розглядалися в 
роботах Д.І. Мартинюка та Г.В. Верьовкіної [5]. 

Теорема 1.1. Нехай при 0=p існує ФГС рівняння ( )( ) ,,1 ZnxPx npnn ∈= ++ ϕϕ  і 

виконуються умови: 
1) при будь-яких ∈ϕ mT  і р = 0 це рівняння має єдиний обмежений на 

множині Z розв’язок ;0=nx  
2) ( ) ( ) ( ) ( ){ } 01,,, LipCcPa ⊂Φ− ϕϕϕϕ ( mT )  з коефіцієнтами ξγβα ,,,  відповідно. 

Тоді існує інваріантний тор системи рівнянь (1.3), породжуюча функція 
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якого задовольняє умову Гельдера 

( ) ( ) ( )12,,,, +−∆≤− v
v

gpugpu ϕϕϕϕ , 

де 0>∆ — стала, що не залежить від { }⊂ϕϕ , mT ,  v — довільне додатне число, яке 

задовольняє нерівність λα+−<
+ 1log

1v
v  при 1≤ξ  і нерівність 

{ }λλ ξα log,logmin
1 1 −−<

+ +v
v  при .1>ξ  

При цьому побудовано алгоритм відшукання сталої ∆  і для прикладу 
знайдено її значення у випадку, коли .1,0,0 ≤>> ξgp  

Через ( )zω  позначимо деяку неперервну неспадну на відрізку [ ]
12

;0 µµ −  

скалярну функцію таку, що ( ) .00 =ω  Справджується наступне твердження. 
Теорема 1.2. Нехай при р = 0 існує ФГС рівняння (1.2) і при всіх { }⊂ϕϕ , mT ,   

{ } σµµ ⊂, : 
1) ( ) ( ) ( ),,, 21 µµωαϕϕαµϕµϕ −+−≤− aa  

( ) ( ) ( ),,, 21 µµωβϕϕβµϕµϕ −+−≤− PP  
( ) ( ) ( ),,, 21 µµωγϕϕγµϕµϕ −+−≤− cc  

( ) ( ) ( ),,, 21
11 µµωξϕϕξµϕµϕ −+−≤Φ−Φ −−  

де )2,1(,,, =iiiii ξγβα — додатні сталі, що не залежать від ;,,, µϕµϕ  
        2) при  р = 0 рівняння (1.2) має єдиний обмежений на Z розв’язок ;0=nx  

        3) .1;
1

1min,1
11

1







+

<≥
ξα

λξ  

Тоді функція ( )ϕµ,,, gpu , породжуюча інваріантний тор системи рівнянь 
(1.1), неперервна за сукупністю змінних µϕ , , причому стверджується 
нерівність 

( ) ( ) ( ){ }2
1

,,,,,, µµωϕϕϕµϕµ −+−≤− •Mgpugpu + 
( ),µµωϕϕ −+−+  

де •M — додатна стала, яка не залежить від µϕµϕ ,,, . 
Наступне твердження дозволяє опустити третю умову  у формулюванні 

теореми 1.2. 
Наслідок 1.1. Нехай виконуються всі умови теореми 1.2, крім третьої. 

Тоді функція ( )ϕµ,,, gpu  неперервна за сукупністю змінних µϕ , , причому з деякого 
моменту в процесі 0,0 →−→− µµϕϕ  справджується нерівність            
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( ) ( ) ( ){ } ( )12,,,,,, +
• −+−≤− v

v
Mgpugpu µµωϕϕϕµϕµ , де —•M додатна стала, що не 

залежить від { }⊂ϕϕ , mT ,  { } σµµ ⊂, , а v — довільне додатне число, яке 
задовольняє умову 

( ){ } .1,log;logmin
1 11 11

>−−<
+ + ξλλ αξv
v  

Якщо функція ( )µϕ ,a  не залежить від µ , то умови неперервності функції  
( )ϕµ,,, gpu  відносно параметра µ  значно спрощуються, що продемонстровано на 

прикладі. 
Зауважимо, що результати зберігаються у випадку, коли тор, на якому 

розглядається система рівнянь (1.1), є нескінченновимірним, тобто 
{ }....,,, 321 ϕϕϕϕ = [6]. 

 
 
5.2. Диференційовність інваріантного тору системи рівнянь (1.1) за 
параметром µ  та кутовою змінною ϕ  

 
При диференційовності інваріантного тору системи рівнянь (1.1) за 

параметром µ  та кутовою змінною ϕ  вважається, що матриця диференціюється 
поелементно, а вектор-функція — покоординатно [7]. 

Спочатку розглянемо випадок, коли існує матрицант ( )µϕ ,,pn
lΩ  рівняння 

(1.2), який задовольняє нерівність 
 

                                    ( ) ,,,,0 nlM nln
l >≤Ω −λµϕ                                                       

(1.4) 
 
де 100 <<> λiM  — сталі, які не залежать від µϕ , .  

Через  ( ) ( ) ( )µϕµϕ ,,, 111 CCC  позначимо множини періодичних відносно 

( )mii ,1=ϕ  з періодом  2π  вектор-функцій і матриць, що залежать від ,, σµϕ ∈∈ mR  

координати та елементи яких неперервно диференційовані відносно ( )mii ,1=ϕ , 

( )mi ,1  , i =∈ ϕσµ  та σµ ∈  відповідно. Вирази ( )∑∞

= ∈1
,supsup

j ijTi p
m

µϕϕ  та 

( )µϕσµϕ ,supsup
1 , ijj Ti p

m∑∞

= ∈∈  позначимо відповідно через ( ) ϕµϕ ,P  та ( ) ϕµµϕ ,P . 

Справджується наступне твердження. 
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    Теорема 1.3. Нехай mT∈∈∀ ϕσµ ,  існує обмежена за нормою ⋅  обернена до 

( )µϕ ,P  матриця і справджуються наступні умови: 
1) матрицант рівняння (1.2) задовольняє нерівність (1.4), в якій норму ⋅  

замінено нормою ϕµ⋅ ; 

                                      2) ( ) ( ) ( ){ } ( )µϕµϕµϕµϕ ,,,,,, 1CcPa ⊂ ,причому 

( ) ( ) ( ) ( )
,

,
,

,
max,

,
,

,
max •• ≤













∂
∂

∂

∂
≤













∂
∂

∂

∂
A

aa
P

PP
ii µ

µϕ

ϕ

µϕ
µ
µϕ

ϕ

µϕ

ϕµϕµ

 

( ) ( )
,

,
,

,
max •≤













∂
∂

∂

∂
C

cc
i µ

µϕ

ϕ

µϕ  

де •
•• CAP ,, — додатні сталі, що не залежать від ,,1 mi = µ  та ;ϕ  

       3) ( ) 11 <+ •mAλ . 
Тоді при будь-яких 1,0 −≥≥ gp  функція ( ) ( )µϕϕµ ,,,, 1Cgpu ∈ . 
Наслідок 1.3. Нехай mT∈∈∀ ϕσµ ,  існує обмежена за нормою ⋅  обернена до 

( )µϕ ,P  матриця, виконується умова 1 теореми 1.3, ( ) ,, ωµϕ =a  де ω — сталий 

вектор, і ( ) ( ){ } ( )µϕµϕµϕ ,,,, 1CcP ⊂ , причому 

( ) ( ) ( ) ( )
,

,
,

,
,

,
,

,
max C

ccPP
ii

≤












∂

∂
∂

∂

∂

∂
∂

∂

ϕ

µϕ
µ
µϕ

ϕ

µϕ
µ
µϕ

ϕµ
 

де С — додатна стала, що не залежить від ,,1 mi = µ  та ϕ . 

Тоді при будь-яких { } Zgp ⊂,  функція ( ) ( )µϕϕµ ,,,, 1Cgpu ∈ . 
        І, нарешті, доведено наступний загальний результат. 

 
Теорема 1.4. Нехай mT∈∈∀ ϕσµ ,  справджуються наступні умови: 
1) при 0=p  рівняння (1.2) має єдиний обмежений на множині Z  розв’язок 

0=nx  та ФГС таку, що ( ) ;,,0,0
lMlG λϕµ ϕµ ≤  

2) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )µϕµϕµϕµϕµϕ ,,,,,,,, 11 CcPa ⊂Φ− , причому 

( ) ( )
;

,
,

,
max •≤













∂
∂

∂

∂
P

PP
i

ϕµϕµ
µ
µϕ

ϕ

µϕ ( ) ( )












∂
∂

∂

∂
µ
µϕ

ϕ

µϕ ,
,

,
max

aa
i

;•≤ A  

( ) ( )
•≤













∂
∂

∂

∂
C

cc
i µ

µϕ

ϕ

µϕ ,
,

,
max ; ( ) ( ) ,,,,max

11
•

−−
Φ≤













∂
Φ∂

∂

Φ∂
µ

µϕ

ϕ

µϕ
i

 

де ••
•• Φ,,, CAP — додатні сталі, що не залежать від ,,1 mi = µ  та ϕ ; 
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3) 








+Φ
<

•• mAm 1
1;1minλ . 

Тоді при будь-яких { } Zgp ⊂,  функція ( ) ( )µϕϕµ ,,,, 1Cgpu ∈ . 

Зауважимо, що при заміні нерівності (1.4) нерівністю ( ) ,,,,0 nlM lnn
l <≤Ω −λµϕ  

ситуація спрощується і не потребує оборотності матриці ( )µϕ ,P . 
 
 

5.3. Неперервна диференційованість інваріантного тору системи рівнянь 
(1.5) за кутовою змінною до порядку 2≥ρ  

 
Розглянемо теорему 2.1 (умова теореми нижче), яка встановлює достатні 

умови неперервної диференційованості інваріантного тору системи рівнянь 
(1.5) за кутовою змінною до порядку 2≥ρ  [8]. Цю теорему доведено методом 
повної математичної індукції відносно ρ  за допомогою укорочення системи 
(1.5) відносно х. 

Розглянемо укорочену систему рівнянь 
 

( )
( ) ( )( )( ) ( )( ),, 111 +++++ +=+= gn

s
n

s
pn

s
n

s
nnn cxPxa ϕϕϕϕϕ  

 
що відповідає системі (1.5). Тут 

 
( ) ( ) ( )

( ) { }
( )
( ) ( )[ ] .,)(),...,(),(,...,,, 1,21

21 s
jiij

s
s

s
s

s
pPccccxxxx

=
=== ϕϕϕϕϕϕ  

   Через 
( )

( )ϕ,p
s
n
lΩ  позначимо матрицант рівняння  

( ) ( )
( )( )( )

n
s

pn
s

n
s

xPx ϕϕ ++ =1 . 

    Домовимось через ( )( )msD ϕϕϕϕ ...,,, 21Ξ   позначати довільну похідну s -го 

порядку від функції       ( )ϕΞ  відносно mϕϕϕ ...,,, 21  і нагадаємо, що вектор-функції 
диференціюються покоординатно, а матриці — поелементно. Скажемо, що 
( ) ( )ϕϕ ρ

LipC∈Ξ  з коефіцієнтом α , якщо для всіх ρ≤≤ s0  справджується 

нерівність ( ) ( )( ) ,ϕϕαϕϕϕ −≤Ξ−ΞsD , деα —додатна стала, що не залежить від s  та 

{ } mT⊂ϕϕ , . 
Теорема 2.1. Нехай для всіх натуральних mTis ∈ϕ  виконуються умови: 
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1) ( ) ( ) ( ){ } ( ),,, ϕϕϕϕ ρ
LipCcPa ⊂  причому ( )ϕa — з коефіцієнтом 0α ; 

2)  ( )( ) ( )( ) ( )( ) ,,, ••• ≤≤≤ CcDAaDPPD lll ϕϕϕ ϕϕϕ  

де ρ≤≤ l1  та додатні сталі ••• CAP ,,  не залежать від ϕil ; 

3) матриця 
( )
( )ϕ

s
P  невироджена; 

4) при всіх цілих nl >  справджується нерівність ,),0(
)(

nl
s
n
l M −≤Ω λϕ  де сталі 

100 <<> λiM  не залежать від ;ϕis  

5) послідовність 
( )

( )
∞

=

−













1

1

s

s
P ϕ обернених до 

( )
( )ϕ

s
P  матриць правильна і 

( )
( ) 1

1 PP
s

≤− ϕ , 

де додатна стала 1P  не залежить від ϕis . 

Якщо при цьому ( )( ) 111 0 <++ • ρ
αλ mA , то для будь-яких цілих 0,1 ≥−≥ pg  

породжуюча інваріантний тор системи рівнянь (1.5) функція ( )ϕ,, gpu  

належить ( ).ϕρ
LipC  

Якщо в системі рівнянь (1.5)  ( ) ωϕ =a , де ω — сталий вектор, то твердження 
теореми 2.1 справджується при всіх цілих gip  [8]. 

 
 
5.4. Існування інваріантного тору лінійної та нелінійної системи рівнянь   

 
Лінійна та квазілінійна системи рівнянь 

                          ( ) ( ) ( ),,,,, 111 µϕµϕµϕϕϕ +++++ +=+= gnnpnnnnn cxPxa                             (3.1) 

 
                       ( ) ( ) ( ),,,,,, 1111 ++++++ +=+= ngnnpnnnnn xcxPxa µϕµϕµϕϕϕ                            (3.2) 

 
в яких ( )∈=∈ ...,,,, 321 ϕϕϕϕZn m, ∈x  m, ⊂∈ Sµ  m, де S — відкрита куля в m, 
функція ( )xc ,,µϕ  визначена на множині m =×× DDS , {x∈m 0| >=≤ constdx } і на цій 

множині  ( ) .,, 0 constCxc =≤µϕ  Декартовий добуток m S×  позначимо через Λ , 

нескінченновимірний тор — через Т∞ , а множину відображень, визначених та 

неперервно диференційованих за Фреше відносно ( )µϕ ,  на Λ— через ( )µϕ ,1
ΛC . 

Вважатимемо, що відображення ( ) ( ):,, µϕϕµϕ a+=Φ  m →  m оборотне при 

кожному   ( ) ( ) ( ) ,,,,,,, 000 PPCcAaS ≤≤≤∈ µϕµϕµϕµ  причому 000 ,, CPA — додатні 
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сталі, що не залежать від ., ST ∈∈ ∞ µϕ  
Теорема 3.1. Нехай S∈∀µ  та ∞∈∀ Tϕ  існує матриця 

( ) ( ) 0,,, 1
11 >=≤−− constPPP µϕµϕ  і справджуються умови: 

1) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )µϕµϕµϕµϕµϕ ,,,,,,,, 111
Λ

−− ⊂Φ CcPa , причому 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ,

11

,
,,

,
,,

,
,;

,
,

••

−

•

−
• ≤≤Φ≤

Φ
≤ C

d
dcP

d
dP

d
dA

d
da

µϕ
µϕ

µϕ
µϕ

µϕ
µϕ

µϕ
µϕ  

де •••
• Φ CPA ,,,  — додатні сталі, що не залежать від ( ) ;, Λ∈µϕ  

2) .
1

1
1 •+
<

A
P  

Тоді при всіх { } Zgp ⊂,  система рівнянь (3.1) має інваріантний тор, 
диференційований за Фреше відносно ( )µϕ ,  на множині Λ . 

Зауважимо, що при невід’ємних  p  і g 1−≥  не потрібно вимагати 

диференційованості відображення ( )µϕ ,1−Φ  на Λ . 
Наступне твердження корисне у випадку, коли матриця ( )µϕ ,P  або не є 

оборотною на Λ , або умова 2 теореми 3.1 не виконується. 
Наслідок 3.2. Нехай справджується умова 1 теореми 3.1, в якій матрицю 

( )µϕ ,1−P  замінено матрицею ( ) ( ).11,, 0 >Φ
Φ

< •
•

PiP µϕ  Тоді при всіх { } Zgp ∈,  система 

рівнянь (3.1) має інваріантний тор, диференційований за Фреше відносно ( )µϕ ,  
на множині Λ . 

Наступне твердження стосується випадку, коли умови теореми 3.1 та 
наслідку 3.2 не виконуються, але ФГС системи рівнянь (3.1) існує. 

Наслідок 3.3. Нехай справджуються наступні умови: 
1) при 0=p  існує ФГС системи рівнянь (3.1); 

2) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )µϕϕµµϕµϕµϕ ,,,,,,,,,, 1
0

1
Λ

− ⊂Φ CplGca , причому 

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ,

1

,
,

,
,

,
;

,
,

••

−
• ≤Φ≤

Φ
≤ C

d
dc

d
d

A
d
da

µϕ
µϕ

µϕ
µϕ

µϕ
µϕ  

де ••
• Φ CA ,,  — додатні сталі, що не залежать від ( ) ;, Λ∈µϕ  

3) ;
1

1;1min








+Φ
<

•• A
λ  

4) ряд ( )
( )∑∞

−∞=l d
pldG
µϕ

ϕµ
,

,,,0  збігається рівномірно відносно ( ) ., Λ∈µϕ  

Тоді при всіх { } Zgp ⊂,  система рівнянь (3.1) має інваріантний тор, 
диференційований за Фреше відносно ( )µϕ ,  на множині Λ . 
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Позначимо через ρD  і 0D  множини {x∈m ρ+< dx| } і m ρDS ××  відповідно. 

Тут ρ — як завгодно мала додатна стала. Наступне твердження наводить 
достатні умови диференційованості інваріантного тору системи рівнянь (3.2) у 
сенсі Фреше. 

Теорема 3.2. Нехай справджуються наступні умови: 
1)  при 0=p  існує ФГС системи рівнянь (3.1); 

2) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )xCxcCplGa D ,,,,;,,,,,,,, 11
0

1
0

µϕµϕµϕϕµµϕµϕ ∈⊂Φ Λ
− ,  

причому 
( )
( )

( )
( )

( )
( ) ,

,,
,,

,
,

,
;

,
,

,

1

••

−
• ≤Φ≤

Φ
≤ C

xd
xdc

d
d

A
d
da

µϕ
µϕ

µϕ
µϕ

µϕ
µϕ  

( )
( ) ( ) ,

,
,,,

11
0 lpM
d

pldG
λ

µϕ
ϕµ

≤   ( )
( )

( )
( ) ,

,,
,,

,,
,,

0 xxL
xd
xdc

xd
xdc

−≤−
µϕ
µϕ

µϕ
µϕ  

де ( ) 01 ,,,1, LpMCA ••
• >Φ  — додатні сталі, що не залежать від 

( ) { } 10;,,, 1 <=<⊂Λ∈ constDxx λµϕ ρ  і не залежить від ϕµ,,, pl ; 

3) ( ) { }.1,max,1;
1
1max;

1
1

0
•

•• +Φ=<








−
+

+
−

≤ AдеMCdC δδλ
δλ
δλ

λ
λ  

Тоді система рівнянь (3.2) має інваріантний тор, породжуюча функція 

якого ( ) ( )µϕϕµ ,,,, 1
Λ∈Cgpu  при всіх { } Zgp ⊂, . 

У наступному випадку одержано достатні умови існування інваріантного 
тору нелінійної системи рівнянь   

 
                   ( ) ( ) ( ) ,,,,,,, 111 ZncxxPxa gnnknpnnnnn ∈+=+= ++++++ µϕµϕµϕϕϕ                   (3.3) 

 
для якої виконуються вимоги, накладені на систему (3.1), Zk ∈ — 

цілочисловий параметр, ( ) ( )∑
∞

=

≤=
1

0,,sup,,
j

ij
i

PxpxP µϕµϕ для всіх .Dx∈  

Теорема 3.3. Нехай на множині DD ×Λ=0  матриця ( )xP ,,µϕ  оборотна, 

( ) 1
1 ,, PxP ≤− µϕ  і справджуються наступні умови: 

1) матриця ( )xP ,, µϕ  є ліпшіцевою відносно змінної х з коефіцієнтом, що не 
залежить від ;,, xµϕ  

2) для всіх { } Dxx ⊂, , ( ) Λ∈µϕ ,  виконується нерівність 

( ) ( ) ,,,,, 11 xxPxPxP −≤− •
−− µϕµϕ  



 Erbe der europäischen wissenschaft                                                                                                          Book 9. Part 1 

 MONOGRAPH                                                                                                      ISBN  978-3-949059-50-6 105 

де •P — додатна стала, що не залежить від ;,,, xxµϕ  

3) справджуються оцінки:     ∑
∞

=

−
• ≤

−
<=<

1 1

1
0

1
1

0
1 .

1
,1,1

l

l d
P
PC

lPPCP η  

Тоді при всіх { } SZkgp ∈⊂ µ,,,  система рівнянь (3.3) має інваріантний тор.  
Припустимо тепер, що матриця  ( )xP ,,µϕ  не є оборотною на 0D , або умова 

11 <P  не виконується, але .10 <P  У цьому разі сформулюємо наступне 
твердження. 

Теорема 3. 4. Нехай на множині  0D  справджуються умови: 
1) для всіх { } ( ) ( ) ,,,,,, xxPxPxPDxx −≤−⊂ •µϕµϕ  де •P — додатна стала, що не 

залежить від ;,,, xxµϕ  
2) виконуються нерівності  

                                          ∑
∞

=

−•• ≤
−

<=<
1

0

0
1000 .

1
,1)(,1

l

l d
P

ClPPCP η  

Тоді при всіх { } SZkgp ∈⊂ µ,,,  система рівнянь (3.3) має інваріантний тор. 
Теорема 3. 5.   Нехай на множині 0D  виконуються умови: 
1)    при р = 0 існує ФГС рівняння ( )( ) ;,0,,,1 ZnxPx npnn ∈= ++ µµϕϕ  

2) для всіх { } ( ) ( ) ,,,,,, xxPxPxPDxx −≤−⊂ •µϕµϕ  де •P — додатна стала, що не 

залежить від ;,,, xxµϕ  
3) справджуються нерівності          

                                         ,1,
1

,1
1
12

0
0

2
1

0

10
0 <=≤

−
<

−
+

=
•

C

dP
d

d
d

MPd
η

ξ
λ
λ  

де 0,
1
10

1 η
λ
λ aMCd

−
+

= — сума збіжного ряду ∑∞

=
−

1
1

0 .
r

rdr  

Тоді при  будь-яких { } SZkgp ∈⊂ µ,,,  існує інваріантний тор системи рівнянь 
(3.3). 

Наступна система рівнянь 
 
                ( ) ( ) ( )1111 ,,,,,, +++++++ +=+= ngnnknpnnnnn xcxxPxa µϕµϕµϕϕϕ ,                      (3.4) 

 
в якій Zn∈ , функція ( )xc ,, µϕ  така, що на множині 0D  справджуються оцінки  

( ) ( ) ( ) { } ,,,,,,,,, 0 DxxxxCxcxcCxc L ⊂∀−≤−≤ µϕµϕµϕ  де LC — додатна стала. 

Наслідок 3. 4 (з теорем 3. 3 — 3. 5). Умови кожної з теорем 3.3 — 3.5 
достатні для існування інваріантного тору системи рівнянь (3.5), якщо оцінки 
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,1,1,1 <<< • ξηη  що в них фігурують, замінити оцінками 
( )

( )( ) 1
11
1

,1
1

,1
1 001

1 <
−−
+

+<
−

+<
−

+ •

d
MC

P

C
P
PC LLL

λ
λ

ξηη  відповідно. 

Теорема 3.6.   Нехай на множині 0D  ліпшіцева відносно х матриця ( )xP ,,µϕ  

оборотна , ( ) 1
1 ,, PxP ≤− µϕ  і справджуються наступні умови:  

1) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )xCxPiCca D ,,,,,,,,,, 1111
0

µϕµϕµϕµϕµϕµϕ ∈⊂Φ −
Λ

− , 

причому 
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ,

11

,
,

,
,,

,,
,

,
,

;
,
,

••

−

•

−
• ≤≤Φ≤

Φ
≤ C

d
dc

P
xd

xdP
d

d
A

d
da

µϕ
µϕ

µϕ
µϕ

µϕ
µϕ

µϕ
µϕ  

( )
( )

( )
( ) ,

,,
,,

,,
,, 11

xxL
xd

xdP
xd

xdP
−≤−

−−

µϕ
µϕ

µϕ
µϕ  

де { } LCPADxx ,,,,,, •••
• Φ⊂ ρ — додатні сталі; 

2) виконуються нерівності: ∑
∞

=

−
••

≤
−

<=
+

<
1 1

1
0

1
1

0
1 .

1
,1,

1
1

l

l d
P
PC

lPPC
A

P η  

Тоді Zg ∈∀ і таких { } { },...,2,1,0, 0 =⊂ +Zkp  при яких 

{ } ( )
( )( )

,1
11

log,max
0
1

1 −
+−

<
•

••

+ •
PC

APA
kp A  

функція ( ),,,,, ϕµkgpu  породжуюча інваріантний тор системи (3.3), 

належить ( ).,1 µϕΛC  

Якщо матриця  ( )xP ,,µϕ  не є оборотною, або умова 
•+

<
A

P
1

1
1  не виконується, 

то теорема 3.6 не має місця. Але може статися, що при цьому .10

•Φ
<P  У цьому 

випадку доведено наступне важливе твердження. 
Наслідок 3. 5. Нехай на множині 0D  справджуються умови: 

1) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )xCxPiCca D ,,,,,,,,,, 111
0

µϕµϕµϕµϕµϕµϕ ∈⊂Φ Λ
− , 

причому 
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ,

1

,
,

,
,,
,,

,
,

,
;

,
,

•
•

•

−
• ≤≤Φ≤

Φ
≤ C

d
dc

P
xd
xdP

d
d

A
d
da

µϕ
µϕ

µϕ
µϕ

µϕ
µϕ

µϕ
µϕ  

( )
( )

( )
( ) ,

,,
,,

,,
,,

xxL
xd
xdP

xd
xdP

−≤− •

µϕ
µϕ

µϕ
µϕ  

де { } •
•

•
•

• >Φ⊂ LCPADxx ,,,1,,, ρ — додатні сталі; 

2) виконуються нерівності: 
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                                              ( )∑
∞

=

−••

•
≤

−
<=

Φ
<

1
0

01000 .
1

,1,1

l

l
d

P
ClPPCP η  

Тоді Zg ⊂∀  і таких { } { }...,2,1,0, 0 −−=⊂ −Zkp , при яких 

{ } ( )( )
,2

11
log,max

0

0
−

Φ−−Φ
<−−

•
••

Φ• PC

P
kp  

функція ( ),,,,, ϕµkgpu  породжуюча інваріантний тор системи (3.3), 

належить ( ).,1 µϕΛC  

На закінчення, як приклад застосування теореми 3.6 та наслідку 3.4, 
знайдено достатні умови диференційованості в сенсі Фреше інваріантного тору 
системи (3.4) при невід’ємних  відхиленнях .,, kgp  

 
 
Висновки 

 
Завдяки застосуванню метода функції Гріна-Самойленка задачі про 

інваріантні тори лінійних розширень динамічних систем на торах та 
використанні основної ідеї методу укорочення К.П. Персидського, створено 
основу теорії інваріантних тороїдальних многовидів для зліченних систем 
лінійних та нелінійних різницевих рівнянь, що визначені на скінченновимірних  
та нескінченновимірних  торах і містять  незалежні відхилення дискретного 
аргументу, а також досліджено питання існування та властивості гладкості цих 
многовидів.  

Розглянувши достатні умови існування та диференційованості за Фреше 
інваріантних торів зліченних систем різницевих рівнянь різних типів, 
визначених на нескінченновимірному торі та зробивши відповідні дослідження 
сформульовано у шість теорем 3.1 — 3.6, що є новими і для скінченновимірних 
систем різницевих рівнянь.  

У даному дослідженні для зліченних систем різницевих рівнянь, 
визначених на торах, одержано наступні основні результати : 

— за допомогою методу ФГС запропоновано різні достатні умови 
неперервності інваріантного тору лінійної  системи рівнянь, визначеної на торі, 
за кутовою змінною ϕ  та сукупністю змінних ,, µϕ  де µ — дійсний параметр; 

— запропоновано різні достатні умови неперервної диференційованості 
інваріантного тору лінійної системи, визначеної  на скінченновимірному торі, в 
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залежності від обмежень, що накладаються на неї і, зокрема, на задані 
відхилення giρ ; 

— методом укорочення знайдено достатні умови неперервної 
диференційованості за кутовою змінною та параметром до порядку 2≥ρ  
інваріантного тору системи лінійних рівнянь, що визначена на 
скінченновимірному торі, містить відхилення дискретного аргументу і 
залежить від дійсного числового параметру; 

— наведено достатні умови існування та неперервної диференційованості 
за Фреше відносно ( )µϕ ,  інваріантних торів лінійних, квазілінійних і нелінійних 
систем, визначених на нескінченновимірних торах, з параметром µ , який 
належить простору  обмежених послідовностей дійсних чисел, та незалежними 
відхиленнями дискретного аргументу; 

— побудовано п’ять нетривіальних ілюстративних прикладів. 
Теореми, що доведенні у даній роботі, стосуються диференційовності 

інваріантних торів різницевих систем, визначених на нескінченновимірних 
торах, та не мають аналогу у створеній на цей час теорії інваріантних торів 
аналогічних систем диференціальних та диференціально-різницевих рівнянь. 
Оскільки різницеві рівняння становлять дискретний аналог диференціальних, 
то одержані результати можуть знайти практичне застосування в розв’язуванні 
різноманітних задач з теорії  нелінійних   коливань,   математичної та  
теоретичної фізики. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 




